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ESTRATEGIA MILITARES

Prova Resolvida

1. (IME/2023)

Considere as matrizes A = (i 2) eB = (; ?) Seja XT a transposta da matriz X. Sabendo que
XTA™'=BentdioX 1é

a)_l(—12 5 )

7\39 -11
b) _é(—lslfa 125 )
0-5(%5 1)
d _6%(_3%92 —511)
o-=('5 )
Comentarios
Da equacao:
XTA 'A=BA
xr=pa=(; )G =5 1)
X= (ég 151)
detX =12-11-39-5=—-63
1 —39\T 1 —
X = _@(i 1329) - _@(—1319 125)
Gabarito: B

2. (IME/2023)

Seja f(x) uma fungdo definida em R tal que f(1) = 1. Para todo x € R valem as seguintes
desigualdades

fx+7D=2f)+7ef(x+1)<f(x)+1

Seg(x) =f(x—1) —x+ 2,0valorde g(2023) é:

a)o

b) 1

c)2

d) 2022

e) 2023

Comentarios

Analisando as desigualdades:

°0
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ESTRATEGIA MILITARES

fx+7)=f(x)+7
>fX)=2fx—-7)+7
sfe-7)<fx) -7
Para a desigualdade f(x + 1) < f(x) + 1, temos:
f)sfx-1D+1
fx-1D<f(x-2)+1
fx=2)<f(x-3)+1

fx=6)<f(x—-7)+1

Somando todas essas inequacdes, obtemos:

fG) < flx-7)+7

>f)-7<f(x-7)
Assim, concluimos:
fa=7<fl)-7<f(x=7)

Logo, temos a igualdade:

fa=7)=f(x) -7
Como ocorre a igualdade, temos da desigualdade inicial:

fx+1)=f(x)+1
Para f(1) = 1, podemos provar que f(n) =n,vn € N.
Usando PIF:

H:f(k) =k,k €N

T:f(k+1)=k+1
Da equacao:

x=k=>fkk+1)=fk)+1=k+1
Logo, f(x) = x,Vx € N.
A guestdo pede:
g(2023) = f(2022) — 2023 +2 =2022—-2021 =1
Gabarito: B

3. (IME/2023)
Considere os conjuntos de nimeros complexos:
A={x+iytalquex,y € Rel|x|+ |y| <r}e
B={x+iytal quex,y € Remax{|x —al,|y — b|} < c},

onde r,a, b e ¢ sd3o numeros reais positivos e max{x,, x,} é o maior valor entre os reais x; e x,. O
menor valor de r, em funcdo de a, b e ¢, para que se tenha B C A é:
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ESTRATEGIA MILITARES

a)a+b+c

b) (a +b)V2 +¢

c)2(a+b)+c

da+ b+ 2c

e)2(a+b+c)
Comentarios

O conjunto A é representado pelos pontos interiores de um quadrado:

x| + Iyl <7

1)x=>0,y=0

xt+ty<r=>y<-—x+r
2)x<0,y=0

—x+y<r=>y<x+r
3)x<0,y<0

—X—yYy<r=>y=2-—Xx-—7r
4)x=0,y<0

X—y<r=>y=2x-—r

O conjunto B é representado por um quadrado de lados paralelos aos eixos real e imaginario, com
centro em (a, b) e lado de medida 2c.

Representando os conjuntos para que B C A:
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ESTRATEGIA MILITARES

Pla+c¢,b+¢)

-r

-

Assim, devemos ter:
PeEx+y=r
at+c+b+c=r
r=a+b+2c
Gabarito: D

4. (IME/2023)
A equagdo arctg(z) + arctg(z + 1) = arctg G), em que arctg(x) é o arco tangente de x,
apresenta:
a) duas solugdes reais sendo uma positiva e outra negativa.
b) duas solugdes reais positivas.
c) duas solucdes reais negativas.
d) uma unica solucdo real, sendo esta positiva.
e) uma unica solucdo real, sendo esta negativa.
Comentarios

Sabemos que a imagem da funcao arco tangente é:

arctg(x) € (— g, g)
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ESTRATEGIA MILITARES

arctg (%) € (0,%)

a = arctg(z) > tga =z

B=arctg(z+1)=>tgf=z+1

4
a+ [ =arctg (§>

Condicdo dos arcos:

T
> @+pe (o)
Aplicando a fungdo tangente:
4
tgla+p) = 3
tga +tgp 4
1 —tgatgp ~3
(2z+1) 4

1-2(z+1) 3
472 +10z—-1=0

Encontrando as raizes e analisando se podem ser solugao:

_ —=5++29
A
—5 ++/29 —-1++29
Z=T>O=>a>Oez+1=T>0:>ﬁ>0
a+p>0
Verificando a outra raiz:
—5—+/29 -1-+/29
z=T<Oza<0ez+1=T<O=>ﬂ<0

a+ f < 0 (ndo convém)
Portanto, temos apenas uma solucao real positiva.

Gabarito: D

5. (IME/2023)

Dez numeros reais formam uma progressao geométrica (PG) com razdo g > 1. Removem-se ao

acaso cinco desses numeros. A probabilidade de que os cinco nimeros restantes estejam em PG
é

a) 1/252
b) 1/126
c)3/126
d) 2/63

)
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ESTRATEGIA MILITARES

e) 3/63
Comentarios
Analisando os casos favoraveis:
PG(a,aq,aq? aq?, ...,aq°)
Para q; = q, temos as seguintes possibilidades:
(a,aq,aq? aq® aq®)
(aq,aq?, aq® aq*,aq®)

(aq?, ...,aq®)
(aq3,...,aq"7)
(aq?, ...,aq®)
(aq®, ...,aq%)

Assim, temos 6 possibilidades.
Para q, = q°:
(a,aq? aq* aq® aq®)
(aq,aq® aq®aq’,aq”)
Nesse caso, temos apenas 2 possibilidades.
N3o é possivel formar PG de razdo maior que g2. O total de casos favoraveis é 6 + 2 = 8.

O total de casos possiveis é:

10
Mo = (¢ ) =974

A probabilidade é:

Gabarito: D

6. (IME/2023)
Seja um tetraedro de vértices A, B, C e D. S3o dados os angulos em radianos:
—~ T - - T
ADB =— e (CDB = ADC = =
3 2
e os comprimentos das arestas em centimetros CD = 3 e AD = BD = 4.
A distancia em centimetros do ponto D ao plano ABC é
a) 6V7/7
b) 3
c) 23
d) 4
e)5
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ESTRATEGIA MILITARES

Comentarios

Como AD = BD =4 e ADB = 60°, temos que AABD é equilatero. Logo:
AM = MB =2

43
DM:TZZ\/§

As faces ADC e BDC sdo triangulos retangulos. Aplicando Pitagoras, encontramos:
AC=BC=5
Aplicando Pitdgoras no ABMC:
MC = /52 —22 =21
Para MH = x, temos HC = V21 —x.
Aplicando Pitagoras nos triangulos DMH e DHC:
x>+ h?>=12 (i)
(VZT-x) +h2 =9 (i)

Subtraindo as equacdes:

2
x2—(V21-x) =3
2V21x—21=3
12
X =—
V21
Substituindo em (i):
PN
9 CORRECAO DE PROVA g
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ESTRATEGIA MILITARES

Gabarito: A

7. (IME/2023)

A soma dos inversos das solucdes inteiras da equacao

x 2 3
2 x 31=0
2 3 x

é

a)o

b) —=19/30

c) —15

d) 15

e) 19/30

Comentarios
Calculando o determinante:

x 2 3
2 x 3[=0
2 3 x

x3-19x+30=0
Note que 2 é raiz. Aplicando Briot-Ruffini:

2 | 0 ~19

30

1 2 ~15
(x—2)(x>?+2x—-15)=0
x—2)(x+5)(x—-3)=0
As raizes sdo x € {2,3,—5}. A soma dos inversos é:
1 1 1 19

27375 30

Gabarito: E

8. (IME/2023)

Seja f: R > R definida como f(x) = log(x + m) Entdo:
a) f(x) é uma fungdo par.

b) f(x) é uma fungdo impar.

c) f(2x) > f(x) paratodo x # 0.
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ESTRATEGIA MILITARES

d) f(x) tem duas raizes reais.
e) f(x) ndo tem raiz real.
Comentarios

Calculando f(—x):

f(=x) =log (—x +/x2 + 1) ~ log l(—x +VxZ+1)(—x — m)l

(x a7+ 1)

f(—x)=logl(_ =log(x+ x2+1)_1=—log(x+ x2+1)

-1
x —Vx2+ 1)]
S f=x)=—f(x)

Portanto, f é impar.

Gabarito: B

9. (IME/2023)

Um poligono regular possui 2n vértices (n € N,n > 1). Escolhem-se ao acaso 4 vértices do
poligono, formando o quadrilatero ABCD. A probabilidade de ABCD ser um retangulo é:

G)

)

n-1

¢

")

&

0

6(’s)

a)

b)

c)

n?4+2n+4

TGO
Comentarios

Para formar os retangulos usando os vértices do poligono regular, basta dividir o poligono ao meio
e escolher 2 vértices dos n vértices possiveis. Os outros 2 vértices que formardo os retangulos ja estardo
definidos. O niumero de casos favoraveis é:

n
Nfavoravel = (2)

O total de casos possiveis é dado pela escolha de 4 vértices dentre os 2n disponiveis:

2n
Npossiveis = ( 4 )

o
)

A probabilidade é:

Gabarito: A

)
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ESTRATEGIA MILITARES

10. (IME/2023)
Considere um ponto P cujas coordenadas (x,y), x,y € R, satisfazem o sistema

{4 cossec(a)x — 6 cotg(a)y = 4 sen(a)
12 cossec(a)y — 8 cotg(a)x = 0

onde a é um angulo em radianos diferente de ki (k € Z). O lugar geométrico descrito pelos pontos
P, conforme se varia o angulo a, é um segmento de:

a) reta horizontal.

b) reta vertical.

c) reta inclinada.

d) elipse.

e) parabola.
Comentarios

Analisando o sistema:

4x 6 cosa
- y = 4 sen(a)
sena sena

12y 8cosa

sena  sena
Como a # km, k € Z, temos que sena # 0 e cosa + +1.

Da segunda equacao:
3y—2cosax=0

2 y 0
—_ e —
y 3cosax:>cosa—2x

Da primeira equacao:

4x — 6cosay = 4sena = 4(1 — cos? a)

3y 9y?
4x—6<a)y = 4(1 —4—x2>
4x? —9y®  4x? —9y?
X - x2

Usando I:

Assim, podemos ter:
4x% —9y?2 =0
>y=1=-x
y==3
N3do convém, pois isso implica cosa = +1.

Para 4x? — 9y? # 0:

& X
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ESTRATEGIA MILITARES

Para esse valor:

2

2
-1< <l -—=<y<-=
cosa 3 <V <3

. . 2 2
Portanto, temos um segmento de reta vertical x = 1 como lugar geométrico, para —;<y<;3

Gabarito: A

11. (IME/2023)

Um aluno distraido desmontou um reldgio. Ao remonta-lo, trocou a posicdo dos ponteiros das horas
e dos minutos, de modo que o ponteiro das horas passou a girar com a velocidade do ponteiro dos
minutos, e vice-versa. Sabendo que o reldgio foi acertado para as 4 horas, o intervalo que contém
o hordrio t que marcara a hora certa novamente pela primeira vez é

a) 4h30min <t < 5h
b) 5h <t < 5h30min
c) 5h30min <t < 6h
d) 6h <t < 6h30min
e) 6h30min <t < 7h10min

Comentarios

7 N
N 7////I‘|5\\\\\5 ,

Em um reldégio, quando completamos 1 hora, o ponteiro das horas gira 30° e o ponteiro dos
minutos gira 360°.

A situacdo inicial é o ponteiro dos minutos apontando no 12 (em pontilhado na figura) e o ponteiro
das horas apontando no 4. Como os ponteiros trocaram de velocidades, temos que ao completar 1 hora,
o ponteiro dos minutos percorrera 30° e o das horas percorrera uma volta completa, voltando no nimero
4, conforme indicado na figura pelas flechas vermelhas.

)
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ESTRATEGIA MILITARES

O horadrio correto sera de acordo com a seguinte figura:

Nesse momento, a hora correta ja estara por volta das 5 horas. O ponteiro dos minutos girara de
1 ao 2, e o das horas passara o 5. Nesse momento, teremos as horas corretas conforme as flechas em azul
na figura.

Logo:
5h5min < t < 5h10min

Gabarito: B

12. (IME/2023)

Um triangulo ABC possui incentro | e ex-incentro G relativo ao lado BC. Se BIC + AGC = 155°,
entdo o angulo ACB é

a) 30°

b) 45°

c) 50°

d) 60°

e) 90°
Comentarios

Incentro é o encontro das bissetrizes internas e ex-incentro é o encontro de uma bissetriz interna
e duas bissetrizes externas.

Desenhando a figura e completando os angulos internos:

)
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Do triangulo ABC:

2a + 28 + 20 = 180°
ca+B+6=90° (I

Da relagao dada:

BIC + AGC = 155°

2+ + 60 +y=155°

Usando I:

a+90°+y = 155°

~a+y=65° ()
Do triangulo IGC:

a+pf+pL+90°—-pF+y=180°
a+y+p=90°

Usando II:
& B = 25°
Portanto:
ACB = 2B = 50°
Gabarito: C

13. (IME/2023)
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ESTRATEGIA MILITARES

Seja a equacgao

144* 4+ 324* 6

64% + 729%x 7

A soma dos médulos das solucdes reais desta equacao é

a)l
b) 2
c)3
d) 8
e)9

Comentarios

&

Li/

144* + 324 6

64X + 729% 7

24x . 32x + 22x . 34x 6

26% 4 36x 7
Dividindo o lado esquerdo por 36¥:
24-.96 2x
(3) +G _6
6x -
7
() +1
2x
Parayz(g) > 0:
y?+y 6
y3+1 7
yy+1) _6
+DO*-y+1D 7
y 6
1#0>————=—
y+ y2—-y+1 7
6y?—13y+6 =0
3 2
Y—zou)’—S
Para cada solucgdo:
2\ 2
(5) =3=z=1:x=;
22x 3 2—1
G) =3=(3) =z=-1:x

A soma dos moédulos é:
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Gabarito: A

14. (IME/2023)

Se a equagdo 2x%+cxy—3x+6y?—4y—2=0 representa no plano real duas retas
concorrentes, entdo o valor positivo do numero real c é:

a)6
b) 7
c)8
d)9
e) 10
Comentarios
Como a equacdo representa duas retas concorrentes, podemos escrever a seguinte identidade:
(x 4+ b1y + ¢1)(azx + by + ¢3) = 2x? + cxy — 3x + 6y2 —4y — 2
ayx? + (b, + ayby)xy + (b1by)y? + (c; + azcy)x + (bicy + bycy)y + ¢1¢,
=2x2+cxy+ 6y> —3x —4y—2
Comparando os coeficientes:
az = 2
b2+a2b1=c:b2+2b1=c (I)
blbz = 6 (II)
Cz + azcl = _3 = CZ + 2C1 = _3 (III)

b1C2 + b2C1 = —4 (IV)

c16; =—2 (V)
Delll eV, encontramosc; = —2ec, = 1.
Usando em IV:
by —2b, = —4
Como b, b, = 6, encontramos:
b=2eb, =3
Portanto:
c=b,+2b;=3+2(2)=7
Gabarito: B
Fj% CORRECAO DE PROVA 16
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15. (IME/2023)

Um ndmero natural é palindromo quando é o mesmo lido da esquerda para a direita e vice-versa.
Seja n um numero natural palindromo tal que 1000 < n < 9999. Se n é um cubo perfeito, entao
a soma dos algarismos de n é

a) 8
b) 10
c) 12
d) 14
e) 16
Comentarios
Como n é palindromo de 4 algarismos, ele é da forma:
n = abba = 1000a + 100b + 10b + a = 1001a + 110b
n =11(91a + 10b)
Assim, temos que n é divisivel por 11.
Fazendon = k3,k € N, temos:
1000 < k3 <9999
10° < k3 <213
~10<k <21
Se 11 divide n, entdo 11 também divide k. Como 10 < k < 21, devemos ter k = 11. Logo:
n =113 =1331
soma=1+3+3+1=8
Gabarito: A
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