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ESTRATEGIA MILITARES

Prova Resolvida

1. (IME/2022)

Seis irmaos conversavam quando um deles, Matias, enunciou: a soma das idades de todos nds é
cinco vezes a minha idade atual e sou seis anos mais novo que Séfocles. Quando Sdéfocles tiver trés
vezes a minha idade atual, constataremos que:

- a soma da minha idade com a de Damocles sera igual a soma da idade atual dos irmados de César;
- aidade de Erastdstenes sera trés vezes a idade dele atual; e
- aidade do Lutero sera duas vezes a idade atual do Séfocles, mais um ano.
Diante do exposto, qual é a soma das idades atuais de Séfocles e Matias?
Comentarios

Sejam M, S, D, C, E e L, as idades de Matias, Séfocles, Damocles, César, Erastdtenes e Lutero,
respectivamente.

Assim, temos:

“Matias, enunciou: a soma das idades de todos nds é cinco vezes a minha idade atual e sou seis
anos mais novo que Soéfocles”

M+S+D+C+E+L=5M
M=S5-6
Quando Séfocles tiver 3 vezes a idade de Matias, teremos S’ = 3M e:
M +D'=M+S+D+E+L
E'=3E
L'=25+1
Emque S’,M’',D’,E’,L" indicam a idade quando Séfocles tiver 3 vezes a idade de Matias.
Seja t o tempo que passou até isso acontecer, logo:
S'=3M=t+S=>t=3M-S
Assim, temos:
3M -S
2
L'=254+1=L+t=>25+1=L+3M—-S=>L=35-3M+1

E'=3E=E+t=2E=3M—-S=E=

M+D' =M+S+D+E+L=M+t+D+t
S+E+L=2t
Substituindo E e L:

3M
S+

S
+35—3M+1=23M-Y5)

25+3M—-S+65—6M+2=12M — 4S

)
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78S —3M + 2 =12M — 4§
15M =115+ 2
Sabendo que M = S — 6, obtemos:
15(5—-6) =115+ 2
45 =92 - S =23
M=11-23+2=255

15 5=

Portanto:
S+M=23+17
S+M=40
Gabarito: S + M = 40

2. (IME/2022)

Suponha que a e b sdo raizes reais e diferentes da equagdo 4x? — 4tx — 1 = 0 (t € R). O intervalo

Z;i Seja g(t) = max f(x) — min f(x). Determine g(0).

[a,b] é o dominio da fungdo f(x) =
Comentarios
Analisando a equacdo 4x2 — 4tx — 1 = 0:
A= (—4t)>—-4-4-(-1)=16(t>+1)>0,VteER
Raizes:

4t + . J16(t2+1) t+VtZ+1
X = =
8 2

Assim, temos que

t—VtZ+1 t+Ve2+1
a=#eb=#

Para g(0), temos t = 0, logo:
1
49(2—4tx—1=0::>4x2—1:0:>x:iE

_1 1
A=753¢075

. .. ~ . 1 1
Analisando a monotonicidade da fun¢do no intervalo [_E;E]:

2 sy 2+ 1) —4x? 21 —-x?)
f(x)_x2+1:f(x)_ (x2+1)2 (x241)2

O denominador sempre é positivo e o numerador é uma parabola com concavidade para baixo
com vértice em:
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; / . 11 ~ ,
Sendo as raizes do numerador os nimeros —1 e 1, temos que no intervalo [_E;E]’ a funcdo é

estritamente crescente. Logo, o minimo ocorre em x = —1/2 e o maximoem x = 1/2:

1 1

_ 2 2(-3) _4 4_s

g(O) - 2 - 2 =-+-=_

B e (Per °0

2 2

g =2
oo g = 5

Gabarito: g(0) = S

3. (IME/2022)

Em um triangulo de vértices A(0,0),B(2,4) e C(6,0), toma-se um ponto variavel M sobre o lado
AB. Desse ponto, traca-se a perpendicular ao lado AC que intercepta em Q.

Identifique o lugar geométrico descrito pelo ponto de interse¢ao das retas BQ e CM e escreva a sua
equagao.

Comentarios
A reta que contém os pontos A e B é dada por:
Tug'y = 2X

Como M € AB, temos que as coordenadas de M sdo da forma (t,2t), com 0 < t < 2. Assim,
temos a seguinte figura:

B(2,4)

M(t,2t)
P(z,y)

4(0,0) Q(; 0) C(6,0) *

Set=2,temosque M =P =B(2,4) eset =0, temos que M =P = A(0,0). Note que para
M € AB, temosde P(x,y) que0 < x <2e0 <y < 4.

Casot #2et+#0:

Encontrando a equacdo das retas BQ e CM:

)
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mBQ=2i_t=>rBQ:y—4=2_t(x—2)=> rBQ:y=2_t(x—2)+4
2t 2t
mCM:m:‘ rCM:y:t_6(x_6)
Igualando as equacgdes de retas, obtemos:
2t
2—t(x_2)+4:t—6(x_6)

4(x=2)(t—-6)+4(2—-t)(t—6) =2t(x—6)(2—1)
Simplificando a equacao e isolando x, encontramos:

_8t(t—3)
T t2—-12

Substituindo x na equacgao da reta r¢p:

2t <8t(t -3) 6) 2t <8t2 — 24t — 6t + 72) _ 2t(2t* — 24t +72)

y =

T t—6\ t2—12 T t—6 t2 —12 (t —6)(t2 —12)
_ At(t—6)?
Y= =6tz —12)
_4t(t—6)
 t2-12
Dividindo x por y:
8t(t —3)
X_ 212 X _ 273 2ty — 6y >t —2y) = 6(x —y)
y 4t(t—6) 'y t—6 XTHX =Ly ThY XTey)=olTy
t?2 —12
I Canl))
x—2y
Substituindo na equagdo de 7gq:
4 (4x — 8)(x — 2y)
y 5 _ 6(x—y)](x )+ 2x — 4y — 6x + 6y
x—2y

=92y —4x) =4(x-2)(x - 2y)
G-—Dy—2x) =2(x—-2)(x—2y)
y? —2xy — 4y + 8x = 2x? — 4xy — 4x + 8y

L2x% —2xy —y? —12x+ 12y =0

Com0<x<2e0<y<4.

Analisando a equacdo do lugar geométrico e verificando sobre a possibilidade de ser uma conica
degenerada:

2x2 —2x(y+6)—y*+12y =0
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A=[-2(y+6)]* —4-2-(—y* +12y)
A =4(y* + 12y + 36) + 8y* — 96y
A=12y? — 48y + 144 = 12(y? — 4y + 12)

Analisando os valores de A:

AN=(—4)2-4-1-12=-32<0
Logo, temos que Vy A > 0, entdo a solugao em x é real.
Como A ndo é um quadrado perfeito, entdo ndo podemos ter um par de retas como solugao.
Analisando o discriminante da equacdo da conica:

B2 —4AC = (-2)?-4(2)(-1)=4+8=12>0

Portanto, a equacdo do lugar geométrico representa uma hipérbole rotacionada.

Gabarito: hipérbole rotacionada de equagdo 2x? — 2xy — y* — 12x + 12y = 0

4. (IME/2022)

Seja um tetraedro regular ABCD de aresta a e o ponto Q médio de AB. O ponto P sobre a aresta
AB, entre Q e A, é projetado nas arestas AC e AD, sobre os pontos M e M’ respectivamente, e
também nas arestas BC e BD, sobre os pontos N e N’, respectivamente. O plano MM'NN' divide o
tetraedro em dois volumes com razao de 1 para 4. Determine QP em func¢ado de a.

Comentarios

Desenhando a figura, obtemos:
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C

O enunciado diz que o plano MM’NN’ divide o tetraedro em dois volumes com razao de 1 para 4.
Pela figura, podemos ver que o menor sélido é o da esquerda e o maior sélido é o da direita (colorido).
Temos que a soma do volume da esquerda com o volume da direita deve ser igual ao volume do
tetraedro, logo:

Vesquerda + Vdireita = Vtetraedro

Temos que Vyireita = 4Vesquerda, 1080:

Vdireita
4 + Vaireita = Vietraearo

4
* Viireita = thetraedro

Sabendo que o tetraedro regular tem aresta de medida a, seu volume é:

a2 4a3+2

Vietraedro = T * Viireita = g 12

)
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Note que o sélido da direita pode ser dividido em duas pirdmides, a triangular MNN'C e a
quadrangular N'MM'DC. Seja V; o volume da pirdmide quadrangular e V, o volume da pirdmide

triangular.
Da face ABC, temos:

1 a N
2%

Pela simetria, temos que:

AM = AM' =(%—x)cos60°=1 %—x)

2
BN = BN' = (E+x)cos60° =%(§+x)
m

2
Analisando a face ACD, vemos que AMM'’ é isésceles com angulo de 60° no vértice, logo AMM’ é

triangulo equildtero. Analogamente para BNN’ na face BCD.

Assim, temos que a area do quadrilatero MM’DC é:

J
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D

i _[3(E-)] v
4 4

~ [MM'DC] = \/§<15a2 + ax —x2>

[MM'DC] = [ACD] — [AMM'] =

16\ 4

Calculando a altura N'X por semelhanca e lembrando que a altura do tetraedro regular é a\/6/3,
temos:

N'X N'D_BD—BN' a—%(%ﬂc)

a\/— BD _ BD a
V6 /3a x
SNXx=2 (-2
s (7 2)

Portanto, V; é

15a? V6 3a x
= 316(4 “x_x> ___)l

_V2(1
96

1

Analisando a face BCD:
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OladoNCé

A altura do triangulo equildtero BNN’ é:

h= G+

Assim, temos que a area de NN'C é:

e =35 -5 6+

v3 (3a?
’ _ A2
[NN C]__16<_4- +ax —x )

Calculando a altura MY por semelhanga:

1
MY _MC_AC—AM=<a_7(%_x)>

a6 AC  AC a
3
My_\/g(Ba x)
3\4 2

Calculando V,:

1 V3 [(3a? )\ [Ve3a x
V2—§ E<—+ax—x>”—(—+—)]
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Vv, =
2796\ 4

E(3—az+ax—x2>(3—a+x)

Assim, temos:

4a3\/§
Vi+V, ==
177275 12
V2 (15a? .\ (3a V2 (3a? ,\(3a 1a3\2
% ) +ax —x (7—x)+9—6<T+ax—x 7+x —g 3
15a2+ .\ (3a N 3a2+ 5 3a+ _ 32a®
4axx(2x)4axx2x—5
27a? 5 32a?
= — = —
z 5
2
x2_7i
60
_ 7
XxX=a 0
. a 105
=730
Gabarito: PQ = aT

5. (IME/2022)
Considere o sistema a seguir:
3x+2y—z=ky

A-kx—-y+4z=0
2x+y—kz=z

Determine o menor valor da constante real k que torna o sistema indeterminado. Para esse valor
de k, encontre a solu¢do x, y, z do sistema acima que minimiza o valorde (x — z)? + e**Y — 4|x| —

2y.
Comentarios
O sistema é linear homogéneo, logo apenas pode ser possivel e determinado ou indeterminado.
3x+2-k)y—z=0
1-k)x—-y+4z=0
2x+y—(k+1)z=0

Assim, basta que o determinante do sistema seja nulo:

3 2—k -1
1—-k -1 4 =0
2 1 k-1
P
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3k+1)+82-k)—-(1-k)—2-12-(-k-1D)A-k2-k)=0
3k+3+16—-8k—14+k—-2-12+(1+k)(1-k)(2-k)=0
4—-4k+(1+k)(A-k)(2—-k)=0
41-k+A+kA-kH2-k)=0
1-k@+2-k+2k—k*»=0
1-k)(6+k—k*)=0
1-k)(k*—-k—-6)=0
A-k)(k-=-3)(k+2)=0
~k=1louk=3ouk=-2
O menor valor de k é —2. O sistema torna-se:

3x+4y—2z=0 (I)
3x—y+4z=0 (II)
2x+y+z=0 (1)

Fazendo (II) + (II) e (I) + (I1I):
5x+5z2=0=>z=—x
5x+5y=0=2x+y=0=>y=-z2
Assim, a solugdo é da forma (x,y,z) = (a,—a, —a), com a € R.
Analisando a expressao e lembrando que x + y = 0, temos:
(x —2)2+e* — 4|x| — 2y = Qa)? + e° — 4|a| — 2(—a)
fla) =4a? + 2a — 4|la] + 1
Paraa = 0:
fla) =4a? —2a+1
A=(-2)2—-4-4-1=-12<0. f(a) >0,Va ER
O menor valor é:
b -2 1 1\’ 1 1 2 3
Gmin = =50 = 3@y~ g = Jmin =4(y) ~2(3)r1=5-3+1=3
Paraa < 0:
fla) =4a?+6a+1
A=(6)2—4-4-1=20
As raizes sdo:

_—6%V20 —6£2V5 _ -3%+5

(04

8 8 4
Ambas sdo negativas, logo temos que o vértice da parabola também serd negativo:
b 6 3
Apiy — —— = ——— = — —
i 2a 2(4) 4
S
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O menor valor é:

=4 32+6 3 +1—9 18+1— i
frmin = ( 4) (4) T4 4 T g

Portanto, temos que a solugdo que minimiza a expressao é:

s-[(-342)

Gabarito: S = {(— 3 ; 3 ; E)}

(IME/2022)

Determine o subconjunto de R que corresponde a solugdo da equagéo:

410g25en(x) +log 2cos(2x) + =0

V4x?

Comentarios
Analisando a condicdo de existéncia:
senx >0=x € (2kn,m + 2km),comk € Z
x+0

Resolvendo a equacdo:

4_logzsen(x)+10g 2cos(2x)+ =0
\/4x2

Zzlogzsen(x) +1lo 2cos(2x) +—— =0
82" 2|x|

log, sen? (x) 1
2'082 + —cos(2x) + — > =0

2 | |
5 cos(2x) x
=0
sen(x) + > + 21|

Usando cos(2x) = 1 — 2sen?x:

1—2sen’x «x

2 + + =0
sen“(x) > 20x]
1 X
2 + —— +——=0
sen“(x) > sen’x 21|
x 1:> X 1
2lx] 2 x|
Sex > 0:
X
== —1= 1= —1 (absurdo!)
Sex <0:

X
=1 -1=-1

)
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Assim, temos que ter x < 0 e x € (2km, 2k + 1)), k € Z, logo:
S={xeR|2kn <x<k+1)m; keZ}
Gabarito: S = {x e R|2kn < x < 2k + 1)m; k € Z* }

7. (IME/2022)

Sejam os pontos a e b, no plano complexo, representados pelos nimerosa =9 + xie b =y + 3i,
onde i é a unidade imaginaria tal que i = —1. O ponto a é a rota¢do de 30° do ponto b em torno
da origem no sentido anti-horario. Determine o valor do produto xy.

Comentarios
De acordo com o enunciado, temos que:

a = b cis(30°)

2 2

9+xi=<§y—%>+(¥+%>i

Igualando as partes real e imagindria:

9+xi=(y+3i)<\/—§+i1>

V3 3 21
= y—§—9:>\/3y—21:>y——3
3V3 1 21
T+E—X=>X—§(3’V3+—,§)

Calculando o produto:

1 21\ /21y 1 21\ 1 210
xy=§(3\/§+ﬁ><ﬁ)=§(63+21-?)=§(63+147)=T=105

~ xy = 105
Gabarito: xy = 105

8. (IME/2022)

Em uma sala com 11 estudantes, um professor decidiu aplicar um trabalho dividindo aleatoriamente
a turma em trés grupos de 3 estudantes e um grupo de 2 estudantes. Sabendo que na turma ha um
casal, qual é a probabilidade de que o mesmo faga o trabalho junto?

Comentarios
A probabilidade pedida é:

numero de casos favoraveis ns

p namero de casos possiveis  n,

Calculando as possibilidades, temos:

- Escolha da primeira tripla: ()

- Escolha da segunda tripla: (g)

)
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- Escolha da terceira tripla: ()

- Escolha da dupla (restante): (%)

Pelo principio multiplicativo e lembrando que devemos dividir por 3! para desconsiderar a
ordenacdo do grupo de 3 alunos:

_(HREG
P 3!

Para os casos favoraveis:

1) O casal estd num grupo de 2:
GGG
3!
2) O casal esta num grupo de 3:
MBF)EE)
21
Nesse caso, temos que a forma de escolher a primeira tripla considerando o casal junto é Cy; = 9
e dividimos por 2 para desconsiderar a ordenagao dos outros grupos de 2.
Logo, a probabilidade é:
GEEGE , 2BEE
. St _ 00027000
EEE) GEERE)

30 30
9-8-7-6-5-4 27(8-7-6-5-4)
313131 T 313121

_ 11-10.9.8-7.6-5-4
p 31313121
9-8-7-6-5-4:-2427-8-7-6-5-4-6
p= 11-10-9-8-7-6-5-4
243.6_ 20 2
P=91-10 ~ 110 11
2
SLARET

Gabarito: p = %

9. (IME/2022)

Sabendo-se que sena + Coj:a = ;lb coma#0,b#0ea+b+#0, determine Se::a + Co;:“
funcdo de a e b somente.
Comentarios
Temos:
o )
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sen*a cos*a 1 . . ab
+ = = bsen*a+a cos*a =
a b a+b ——, a+b
(cos? a)
ab
= b sen*a + a(l — sen?a)? = ——
a+b
4 2 4 ab
= b sen*a + a(l — 2sen“a + sen*a) =
a+b
4 5 ab
(a+ b)sen*a —2asen“a+a — =0
a+b
2
a
(a + b)sen*a — 2a sen’a + =0
a+b

Comoa+b # 0:
(a + b)?sen*a — 2a(a + b)sen*a+a?> =0

a
+b 20 — 2 — 0. 2q =
[(a+ b)sen“a — a] sen‘a P
Pela relagdo fundamental:
b
sen®a +cos’a=1=cos’a = ——-
a+b
Com isso:
sen8a+cossa_( a )41 < b )41_ a b a+b 1
a3 b3 \a+b/ a3 \a+b/) b® (a+b)* (a+b)* (a+b)* (a+b)3

. 1
Gabarito: @i’

10. (IME/2022)

Seja um triangulo acutangulo AABC onde hg e h sdo as alturas dos vértices B e C, respectivamente,
hghe _ V6 p

e BC = a. Sabendo-se que —z =€ cosA + cosBcosC = PN calculep +q + m.
Dados:
® p,q e msdonumeros naturais;
e peqsaoprimos entre si; e
e mé o menor possivel.
Comentarios
* -
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B

Pela figura, temos que:

h

senBz—C

a

h

senC=—B

a
hgh 6
= senB senC = BZC =£
a 4

Analisando a expressdo pedida e usando A = 180° — (B + C):
cos A + cos B cos C = cos(180° — (B + C)) + cos B cos C = — cos(B + C) + cos B cos C
= —(cosBcosC —sen B sen C) + cos B cosC = — cos B cos C + senBsenC + cos B cos C
= senB senC

Portanto:

. N N 6 6 3
coSA + cosB cosC = senB senC = £ p

4 a/6 2v6 qum

Logo:
p=3,9q=2,m=6
sp+tgq+tm=3+2+6=11
Gabarito: 11
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