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ESTRATEGIA MILITARES

Prova Resolvida

1. (IME/2022)

Seja o sistema
|f3xf +3x2+3x2=6x,—-1
43x12+3x§+3x£ =6x;—1
| 3x{ +3x5 +3x5 = 6x;, — 1
\3x% + 3x5 +3x} = 6x; — 1

1 1 1 1,
Ovalorde—+ —+4+—+ —¢é:
X1 X2 X3 X4

a)12
b)4/3
c)2/3
d)1/3
e)9
Comentarios
Somando todas as equacoes:
9x% +9x2 + 9x5 + 9x2 = 6(x; + x5 + X3 +x,) — 4
(9x2 —6x;+ 1)+ (9x5 —6x, + 1) + (9x2 —6x5 + 1) + (9xZ —6x, +1) =0
Bx; =12+ Bx, —1)24+ Bxz3 — 1?2+ Bx, —1)2=0
Supondo que o conjunto universo do sistema é o conjunto dos reais, temos que:

1
X1 = Xo = Xo = X4 = —
1 2 3 + =3
Logo:
1 1 1 1
—+—+—+—=3+3+3+3=12
X1 X2 X3 X4
*Observacgdo: poderiamos ter outra solugao caso considerassemos o conjunto dos complexos.

Gabarito: A

2. (IME/2022)

Seja B o conjunto de todos os valores de x € R para os quais a soma dos termos da progressao
4 16 64 256
C3x'9x2’ 27x3’81x*’
assume um valor finito. Define-se a fun¢do f: B — R, para cada x € B, tal que

=t 16 64 256
JO) = =5+ 52~ 2723 T a1
A soma das raizes da equagdo f(x) = —x,x € B, é:
S
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ESTRATEGIA MILITARES

a)o

b) —2

c)—4/3

d)2/3

e)4/3
Comentarios

Analisando a sequéncia, temos que o conjunto B é uma progressdao geométrica de razao:

16

_ 9x% _

q__i 3x
3x

Como a soma converge, temos que ter |q| < 1. Além disso, da condigdo de existéncia, x # 0.

Para f(x), como a soma converge, podemos usar a soma da PG infinita:

4
4 16 64 256 a T 4
[ =t o~ e Y T 1—1q - 1_(ixi)= T 3x+4
3x
Encontrando as raizes:
f&) =_3x+4=_
Note que x # —4/3, logo podemos multiplicar a equagdo por 3x + 4:
—4 = —3x? — 4x
3x2+4x—4=0
x=_4i\/6_4=_4i8=—20uE
6 6 3
Testando os valores para q:
4 2
x=—23q=—ﬁ=—§01(

2 2
x = 3 =>q=—-4 (3 (§>> = —2 < —1(ndo convém)

Com isso, temos uma Unica raiz como solugdo, x = 2.

Gabarito: B

3. (IME/2022)

Considere o conjunto de todas as retas que sao secantes ao grafico da funcao

3x—1)

7
flx) = ln<|—ﬁ+x—x2

1

1
e que passam pelo ponto (E'f (g))

)
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ESTRATEGIA MILITARES

O menor valor dentre os coeficientes angulares das retas desse conjunto é:

a) —3In(3)
1 1
b);1n 3)
13
¢)3In (g)
d) o
1
e) E
Comentarios

Parax = 1/3:

A reta é da forma:

Y = Yo = m(x = Xo)

y=nle-)

Queremos o menor valor de m tal que a equacdo abaixo tenha 2 solugdes distintas (condi¢do de

secante):
B 1 B 1 3x—1
y=m (x — §) =In

Note que o logaritmando é sempre negativo, pois:
A=1 4( 7)( =1 7_ 4<O
= " = =

7+ )
o TXx

3 3
Logo:
1 7 3x—1 7
— ) = 2 _ - = - 2 _ _
m(x 3) ln((x x + 12) ) Bx—-1) (ln(x x+12))
7
mBx —1) =3Bx—1) ln(x2 - X +§)
Parax # 1/3:

7
=31<2— +—)
m n{x X 12

O menor valor ocorre quando o logaritmando é minimo, logo:

& 5
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ESTRATEGIA MILITARES

Gabarito: A

4. (IME/2022)

. . . . ~ 1 1 1
Quantos pares ordenados (x, y) de nimeros inteiros satisfazem a equacgdo o + M Z?

a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

Comentarios

°0
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ESTRATEGIA MILITARES

Da condicdo de existéncia: x # 0 e y # 0. Analisando a equagao:

Y s r 23y = xy = 23 + 23y — 232 = —232
o =73~ 23+ 23y =xy = 23v —xy + 23y =

x(23 —y) + 23(y — 23) = —232
(23 — x)(y — 23) = —232
(x — 23)(y — 23) = 232

Analisando as possibilidades:

x —23 y— 23
1 232
23 23
-1 —232
—23 —23
232 1
—232 -1
Dessas 6, temos que x — 23 = —23 implica x = 0, logo, apenas 5 solugdes satisfazem a equacao.
Gabarito: E
5. (IME/2022)
Seja a € Re z;, z,, Z3 nUmeros complexos tais que |z;| = |z,| = |z3] = 4 e z; # z,. O menor valor
de |a21 - (a - 1)22 - Z3 , é:
1
a) 5 |2y + 2,
1
b) " |2y — 2,
1
C)§|Z3 — 21|23 — 7|
1
d)z|Z1 — 2, — 73|
e) |zs|
Comentarios
Como |z;| = |z;| = |z3| = 4, temos que esses complexos pertencem a uma mesma circunferéncia

de raio 4. Analisando a expressao pedida:
laz, — (@ — 1)z, — z3]
Fazendo z = az; — (@ — 1)z,:
z=a(zy — zy) + 7,

z—z; = a(z; — z,)

)
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ESTRATEGIA MILITARES

Logo:
laz; — (@ — 1)z, — z3| = |z — z3]

Assim, temos que z é uma reta que passa pelos pontos z; e z,. Representando o plano complexo:

Im

z2

Re
Calculando a area do triangulo formado pelos afixos z;, z, e z3:
abc  |zy — z,||z; — z3|lz, — 23| |2y — 25|k
4R 4-4 2
|2y — z3||2; — 23| |23 — 74||25 — 2|
=h= 8 - 8

Gabarito: C

6. (IME/2022)

12
Seja o nimero complexo z = (1 — 2v/2i) . Sabe-se que m = |z|. O valor de x na expressdo 2x =
log,,(27m) é:

a)15/14

b)5/14

c)5/8

d) 15/4

e)3/8
Comentarios

Calculando m:

m=|(1-2v2i) | = [1- 22| =9 =31

Analisando a expressao:

& 5
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ESTRATEGIA MILITARES

15

2x = logz12(27(3'?)) = logz12((3%)(3'%)) = log;:2(3%°) = o
L5 5
U277 7%

Gabarito: C

7. (IME/2022)
Seja a equacado do terceiro grau em Xx:
X3 +px?+px+p; =0

onde p; < p, < p3 sao numeros primos menores que 100. Para que a razao entre a soma e o
produto das raizes da equagao seja a maior possivel, o valor de p, + p; deve ser:

a) 144
b) 152
c) 162
d) 172
e) 196
Comentarios
Pelas relacdes de Girard, temos:
S_Th_m

k=—
P —ps b3

Para maximizar a razao, temos que maximizar p; e minimizar p3. Como p; < p, < p3, temos que
ter p;, P2, P3 como primos consecutivos. Analisando as alternativas, percebemos que os primos estdao mais
proximos de 100, logo:

primos € {97,89,83,79,73,71,67,61,59, ... }

Testando as possibilidades:

P3 p2 p1 P1/p3
97 89 83 0,855
89 83 79 0,887
83 79 73 0,879
79 73 71 0,899
73 71 67 0,918

Assim, temos que a maior razdo é a tripla (ps3, p2, 1) = (73,71,67). Logo:
Py +ps =71 +73 = 144

S
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ESTRATEGIA MILITARES

Gabarito: A

8. (IME/2022)

Os valores para s e t sdo escolhidos no intervalo (0,7), tais que s + t < r. Considere trés segmentos
de reta com comprimentos s,t e r — s — t. Qual a probabilidade desses segmentos formarem um
triangulo?

a) 2/3

b) 1/2

c)1/3

d) 1/4

e) 3/4
Comentarios

Para calcularmos a probabilidade, iremos analisar o espago amostral da situagdo. Inicialmente,
temos que

O0<s<r
0<t<r
s+t<r

Tomando-se s como o eixo x e t como o eixo y, temos que a terceira inequacao representa a regiao
abaixodaretat < —s +r.

t< —s+7r

Agora, analisando a condicdo de existéncia de um triangulo de lados s,t e r — s — t, temos:
r
s<r—s—t+t=>25<r:os<§
Analogamente:
r

t<z
2

r r
r—s—t<s+t=>r<2(s+t):S+t>z=>t>—s+§

Inserindo essas inequagdes no grafico:

)
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ESTRATEGIA MILITARES

/2

t>—s+r/2

0 /2 T s

A probabilidade é dada pela razdo dos casos favoraveis sobre os casos possiveis. Pensando em

areas das figuras planas:

N =
N =
N =
|

| =

N| =
<
=

Gabarito: D

9. (IME/2022)

Considere o quadrado de lado L apresentado na Figura A. Ao aplicar uma determinada operacgao de
corte, obtém-se a Figura B e repetindo a operacao, em cada quadrado remanescente, obtém-se a
Figura C. Qual serd a drea remanescente, a partir do quadrado da Figura A, ao final de 10 operacdes?

] |
L] L]
]
L N
Figura A Figura B Figura C
5912
a) 5
510L2
b) 910
511L2
) 911
y

10
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ESTRATEGIA MILITARES

d) () L2

o) () 12

Comentarios

A sequéncia de operagdes gera uma progressao geométrica com a drea das figuras planas
formadas. O primeiro termo é igual a area da figura B.

Da figura A, temos que sua area é L2. Na figura B, note que o quadrado foi subdividido em 9
quadrados e 4 deles foram retirados. Logo, o primeiro elemento da PG é:

5
a =12 (3)

Na figura C, perceba que cada um dos quadrados menores da figura B foi subdividida novamente,
0 que nos dd como area:
5
a, = L? (—)
2 9

Logo, arazdo da PG é 5/9. A drea apds 10 operagdes é o termo a,:

9
_ 0 _ L2 § 5 _ 510L2

2

Gabarito: B

10. (IME/2022)

Considere as propriedades dos coeficientes binomiais. Qual das seguintes identidades esta
incorreta?

2 2 2 2
a) (70') + ()" + 4 (o)™ = Cioo
b) (100) + (100) (101
A)2x1x (%) +3x2x (1) +4x3x (1) +--+100 x99 x (;07) = 9900 x 2%
d) (") +2x (1) +3x (1) + -+ + 100 x (100 =100 x 2%

100
1= () + () - (%) + o+ (20) =

Comentarios
Testando as alternativas:
a) Falsa.

Note que

(43 Goe) =(+3)

Usando o bindbmio de Newton:

)
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ESTRATEGIA MILITARES

n 1 n 1 n—kr 2n 2 1 ki1
260G 26 == 2 ()= G)
zn: (n) K12k zn: (n,) x2ki=n _ i (2?) s 2n—2kr
k=0 k kr=0 k kr=0 k

Comparando os coeficientes dos termos independentes da esquerda e da direita da equacao,
obtemos:

2n

2n 2n
krr=0

Note que o coeficiente do termo independente do lado esquerdo serad dado por k = k’, logo:

n n n

Z (Z) Ln-2k Z (:,)ka’—n o [0] = z (:)2
k=0 = k=0
Portanto: o
> =)

Paran = 100, temos:
(100>2 N (100)2 s (100>2 B <200>
0 1 100/  \100

Usando a relacao de Stifel:

b) Verdadeira.

(100) N (100) _ (101)
39 40/ \ 40
c) Verdadeira.

Pelo teorema das linhas:

2% = (908) " (918) * (928) "

Multiplicando por 100 - 99:

* (50

98 98 98 98
100-99-298=100-99-(0)+100-99-(1)+100-99-(2)+---+100-99-<98)

9900 - 2% =100-99-£+100-99-£+ 100-99-£+---+100-99-ﬂ
0!98! 1197! 296! 98! 0!
9900.298:2.1.ﬂ_*_;;.2.ﬂ+4.3.ﬂ+.”+100.99. 100!
2!98! 3197! 4196! 100! 0!
9900 - 2%8 =2-1-(100)+3-2-(100)+4-3-(100)+---+100-99-<100)
2 3 4 100

d) Verdadeira.

) 5
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ESTRATEGIA MILITARES

299 _ (99) N (99) 4 (99) - (99)
~\o 1 2 99
Multiplicando por 100:
100 - 2%° = 100 - (99) +100 - (99) +100 - (99) + 4100 - (99)
0 1 2 99
100 - 292 = 100 0! + 100 99! + 100 %! + .4 100 %9!
B 0!99! 1198! 21971 991!
1002 = 1 100! o 100! i3 100! 1100 100!
7 1199! 2198! 3197! 100! 0!
100-2% =1 (100) +2 (100) +3 (100> + 4100 (100)
- 2 2 3 100
e) Verdadeira.
Note que
< /100 100\ /100y 100\ /100 100
_ 11100 _ 100-k(_1\k — _ — =
- =3 () et = ()= (9)+ () - () -+ (on) =0
Gabarito: A

11. (IME/2022)

Seja a matriz quadrada A de ordem 2021 cujo o elemento da linha i e coluna j é

_{1, sei=1loui+#j
YUWZL 0 sei=j#1

comi,j €{1,2,..,2021}. O valor do determinante de A é:
a) —2021
b) 2021
c)0
d)1
e)—1
Comentarios

Temos o seguinte determinante:

1 1 1 1
1 0 1 1
detA=(1 1 0 1
1 1 1 - 0lgozxeoz2n
Usando a regra de Chié:
S
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—1 0 0 0
0O -1 0 0
detA=1]0 0o -1 0
0 0 0 - —1%2020)x(2020)
Logo:
detA = (_1)2020 =1
Gabarito: D

12. (IME/2022)

Para cada numero n natural, seja a fungdo real f,,(x) definida para cada x € R, tal que x #
(kﬂ)n,‘v’k € Z, de forma que:

_ [tgm™)]"
fa(x) = W
A fungdo g(x) que atende g(x) = fo(x) — fo(x) + 1/3 é:
a) cos(x) + 3

b) 1/4

c) sen(x) — 2
d)1/12
e)tg(x)—1/3

Comentarios

[tg(01°+1  [[tg()]*+1) 1

909 = 6[sec(x)]° < 4[sec(x)]* ) T3

sen6(x) sen‘*(x) )

9@) = COS 5 COS“ +z
cos6 cos4

sen®x + cos® x _(sen ‘x +cos*x\ 1
gx) = + 3

Usando a relagdo fundamental:
sen’x + cos?x =1
= (sen?x + cos? x)? = sen*x + cos* x + 2sen?x cos?x =1
= sen*x + cos* x = 1 — 2sen?x cos? x
sen®x + cos® x = (sen?x + cos? x)(sen*x — sen®x cos? x + cos* x)
= sen® + cos® x = 1 — 3sen®x cos? x

Substituindo:

o) = 1 — 3sen?x cos® x 1 — 2sen?xcos® x 1

gx) = 6 4 3

S
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2 — 6sen®xcos’x —3 + 6sen’xcos’x+4 3

1
9(x) = 12 1272

Gabarito: B

13. (IME/2022)

Considere o ponto A(— 4,2) e B um ponto varidvel sobre o eixo das ordenadas. Tragam-se as retas
AB e por B, a perpendicular a AB que intercepta o eixo das abcissas em C. Seja a equacao do lugar
geométrico do ponto de intersecdo da perpendicular ao eixo das abcissas tracada por C com a
perpendicular ao eixo das ordenadas tracada por B. A equacdo desse lugar geométrico é:

a)x* =4y +1
b) y? = 4x
c)y=—x+2

d)x?+(y—2)?=4
e)(y—1)*=4x+1

Comentarios

B(Ua y) P(ma y)

A(_4a 2)

C(z,0) =

Aplicando o teorema de Pitdgoras no AABC:
AC? = AB? + B(C?
Usando a férmula de distancia de ponto a ponto, obtemos:
JaH DT+ = [E G- +/GE 4y
x2+8x+16+4=16+y> —4y+4+x% +y?

8x = 2y% — 4y
4x = y% =2y
y2—=2y+1=4x+1

°0
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(y—-1)2=4x+1
Gabarito: E

14. (IME/2022)
Considere os tridngulos AABC em que BC = 32 e g = 3. O maior valor possivel para a altura
relativa ao lado BC é:
a) 8
b)9
c) 10
d) 11
e) 12
Comentarios

Solugdo 1)

Do enunciado:

AB—3=> =3
Ac ST

Calculando a area de ABC:
32h 6 0
_ Xy sen(6) o h= xy sen(8)
2 2 32

_ 3sen(8) ,
=35 7 )

[ABC] =

~h

Usando a lei dos cossenos:

322 = x% +y% — 2xycos@

°0
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ESTRATEGIA MILITARES

Substituindo x = 3y:
322 =9y% + y2 —6y% cos @
5 322
Sytf=——
10 — 6 cosf

Substituindo em (I):

h = 3sen(6) 322 _ 96sen(6)
32 \10—6cosf) 10—6cosH
Para encontrar a maior altura, podemos derivar a funcdo de h em relagdo a 0 e igualar a zero:

. (%sen(e))’(m — 6c0s6) —96sen(6)(10 — 6 cos6)’
- (10 — 6 cos 6)?2

4

_96.c0s 6 (10 — 6 cos ) — 96sen(0)(6 sen 0)
- (10 — 6 cos 6)?2

b= 960 cos 8 — 96 - 6(cos? 8 + sen?H)
- (10 — 6 cos 6)2

_960c059—96-6 _
~ (10—6cos0)?

!

6 3
= 960c0s0 =966 = cosh = — =~
COoSs COoS 10 5

Como 6 € (0, 1), temos que sen 8 > 0. Pela relagdo fundamental, encontramos:

9_4
sen —5
Substituindo na expressao de h:
4
_ 96sen(6) (96-§) _ 964 964 o L,
10—6¢c0osf  4_ . (3} 50-18 32 -
10 -6 (z

Solugdo 2) Circunferéncia de Apol6nio

) 5
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. , . s . . . - o AB
A maior altura possivel em relacdo a base BC é o raio da circunferéncia de Apolonio. Como i 3,
temos que:

MB _ NB _
MC NC
Logo:

MB—3=>(32_MC)—3=>32 MC—3MC=>MC—32—8'MB—24
MC MC B T4 T B

Seja R o raio da circunferéncia, logo:

NB 2R + 24

Gabarito: E

15. (IME/2022)

Seja o cone de revolugdo de raio de base R e altura 3R /2 com a base apoiada em um solo horizontal.
Um ponto luminoso esta localizado a uma altura 3R do solo e distante, horizontalmente, 2R do
centro da base do cone. A area S da regido iluminada no cone é:

a) tR%\/13

b) 2rR?\/13/3
c) TR?\/13/2
d) mR?v/13/3
13

—~nR?

e)4

°0
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Comentarios

Desenhando o cone e o ponto luminoso, obtemos:

B
»
E
3R
3R/2 g
D
R o R R |_
A G 0 o K F
R
C

B é o ponto luminoso e a regido de sombra que a luz faz com o cone é o AACD. BC e BD s3o
tangentes ao cone e a projecao dos planos BCE e BDE no solo sdao as tangentes AC e AD,
respectivamente.

Note que AAOE~AAFB, logo:

EO A0 AF
BF = i3 = A0 = -
Assim, temos que O é ponto médio de AF, com AO = OF = 2R, ou seja, AG = R.
Analisando o tridngulo AOC:
R 1 . o
cos @ =ﬁ=§"0 = 60
Assim, temos que a regido de sombra na base corresponde a um setor circular de 120°.

Calculando a geratriz do cone:

3R\?> 13R? V13R
g2=R2+(—) = g =—
2 4 2

A drea iluminada sera dada por:

Siluminada _ Slateral Ny _ (TL’R )2400 _ ET’:\/ERZ _ ﬂRZ\/ﬁ
360° — 120°  360° tumanda 99360° "3 2 3
Gabarito: D
S
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